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摘要：从推导麦克斯韦方程组开始，首先导出以二阶偏微分形式表达的波动方程，再通过引入一个以虚指数函数形式表达的原函数构造一个实例，将二阶偏微分函数分解为一阶偏微分和原函数组合的形式，从而归纳导出薛定谔波动方程。分析了薛定谔波动方程存在的缺陷。
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Abstract: Starting from the construction of Maxwell’s equations, the wave equation expressed in the form of second-order partial differential is derived, and then an example is constructed by introducing an original function expressed in the form of virtual exponential function. The second-order partial differential function is decomposed into the form of the combination of first-order partial differential and original function, so as to induce the Schrödinger’s wave equation. The defects of Schrödinger’s wave equation are analyzed.
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0 引言
薛定谔波动方程是量子力学的基础之一。一般认为薛定谔波动方程是不可推导的，例如费曼说 “是薛定谔猜出来的”(Feynman:“Where did we get that (equation) from? Nowhere. It is not possible to derive it from anything you know. It came out of the mind of Schrödinger.”[1])。本文从构建麦克斯韦方程组开始，首先导出以二阶偏微分形式表达的波动方程，再通过引入一个以虚指数函数形式表达的原函数构造一个实例，将二阶偏微分函数分解为一阶偏微分和原函数组合的形式，从而归纳得到薛定谔波动方程。
1 从麦克斯韦方程组引出波动方程
根据平面几何知识，两条相交的直线可以确定一个平面。另外如果一条直线垂直于一个平面，则该直线垂直于平面内的所有直线。直线赋以方向后即成为向量，或者说向量是带有方向性的直线。引入向量概念以后可以用向量来指代直线。

三维空间中的任何向量A都可以在一个直角坐标系中用起点在原点O的向量来表示，即






A(x,y,z)= A1(x,y,z)i+ A2(x,y,z)j+ A3(x,y,z)k






       (1)
其中A1、A2、A3为向量A在x、y、z方向的直角分量，i、j、k分别为x、y、z方向的直角单位向量。


如果向量A同时随时间变化，则还需要引入一个时间变量t，于是有






A(x,y,z,t)= A1(x,y,z,t)i+ A2(x,y,z,t)j+ A3(x,y,z,t)k






   (2)
式(2)表示的向量A是空间位置和时间的多元函数，所以它可以对空间位置或者时间求偏导数。假设作为多元函数的向量A存在二阶偏导数和一阶偏导数。

对于一阶偏导数可以引为一个▽算子，其定义为
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(3)
其中
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表示偏微分。▽·表示▽算子与一个向量的点积，称为该向量的散度。▽×表示▽算子与一个向量的叉积，称为该向量的旋度。
对于二阶偏导数可以引入一个算子▽2，其定义为
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   (4)
▽2称为拉普拉斯算子。
将向量A、▽算子、拉普拉斯算子▽2与旋度、散度结合在一起，有下列关系[2]






▽×(▽×A) =▽(▽·A)-▽2A









   (5)

设有两个向量E和H，它们的定义如式(2)所示。引入一个如式(3)定义的向量▽，它垂直于向量E和H确定的平面，于是向量▽与向量E垂直，根据向量点积的性质有








▽·E=0












   (6)
同时向量▽还与向量H垂直，故有








▽·H=0












   (7)
▽算子与向量E做叉积的结果是向量，向量H对时间求偏导的结果也是向量，因为向量可以相等，故可以写出
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   (8)
其中ξ1为待定系数或者系数函数。
类似地，▽算子与向量H做叉积的结果是向量，向量E对时间求偏导的结果也是向量，于是可以写出
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   (9)
其中ξ2为待定系数或者系数函数。
将式(6)~ (9)联立，可以写出









[image: image7.wmf]ï

ï

ï

î

ï

ï

ï

í

ì

¶

¶

=

´

Ñ

¶

¶

=

´

Ñ

=

×

Ñ

=

×

Ñ

t

t

 

 

0

0

2

1

E

H

H

E

H

E

x

x












   (10)
式(10)是一个不含物理意义的方程组，可以称为数学意义上的麦克斯韦方程组，只要E和H是向量该式就有可能成立。但是在物理意义上如果式(10)要成立，不仅E和H必须是向量，而且它们还必须具有相同的量纲。电场强度和磁场强度具有相同的量纲。将E取为电场强度向量，将H取为磁场强度向量。

如式(3)所示，▽算子本质上是对空间位置的微分，空间位置用长度来描述，因此适合式(10)的电场强度应该包括长度量纲。电场强度有两个量纲，一个是牛顿/库仑(N/C)，另一个是伏特/米(V/m)，后者满足包括长度量纲的要求。下面以式(10)中的第三个方程为例展开分析，其中的▽×E相当于电场强度量纲除以长度量纲，
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t相当于磁场强度量纲除以时间量纲，故从量纲角度来看，
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  (11)
因此只要在式(11)右端引入一个具有速度量纲的参数、并取其倒数，就有可能实现两个量的相等，即
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  (12)
对式(10)中的第四个方程做类似的分析，可得
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  (13)
将式(12)的左右两端分别与式(13)的左右两端相乘，
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  (14)
上述三个式子可以视为ξ1和ξ2在量纲上需要满足的约束条件。

反过来看，式(14)所描述的约束条件可以放得宽泛一些，也就是说只要满足参数ξ1和ξ2的乘积为速度量纲平方的倒数即可，而不局限于两个参数ξ1和ξ2分别为速度量纲的倒数。在满足该约束的前提下，参数ξ1和ξ2的具体选取可有不同的组合，从而构成不同形式的麦克斯韦方程组。例如取
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  (15)
这时参数ξ1和ξ2的量纲乘积满足式(14)，将它们代入式(10)则有
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  (16)
式(16)“是麦克斯韦方程组的特殊情况(文献[2]第161页)”。

结合式(5)与(16)，对于E有



▽×(▽×E) =▽(▽·E)-▽2E
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▽×(▽×E) =0-▽2E
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  (17)
交换式(17)左端项中的▽×算子和偏微分算子
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的顺序，可以写出
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  (18)
从而有
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  (19)
同理可以证明
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  (20)
式(19)和(20)可以合并写为
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  (21)
式(21)称为波动方程，该方程“引导麦克斯韦作出光是电磁现象的论断(文献[2]第161页)”。满足波动方程的函数具有波动的特点，可以称为波函数。波动方程(21)是以二阶偏微分表达的，本文称之为原始波动方程。原始波动方程的形式有多种，本文仅以式(21)为例展开分析讨论。
根据式(8)，如果以光速c作为标准，则任何非光速的速度都可以写为ηc(0 < η < 1)的形式，于是有[3]
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[image: image25.wmf]Þ

E和H满足波动方程
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  (22)
有关麦克斯韦方程组的深入分析讨论可见文献[4,5]。

2 从原始波动方程导出薛定谔波动方程
原始波动方程如式(21)所示，其左边是函数Ψ对空间坐标的二阶偏导数
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，右边是函数Ψ对时间的二阶偏导数
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可以表达为一阶偏导数
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和原函数Ψ组合的形式，那么
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也可以表达为一阶偏导数
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和原函数Ψ组合的形式。下面分析在什么条件下可以做到这一点。

这里采用反向分析的方法，即首先给出一个函数表达式，如果该函数满足某种形式的波动方程，例如式(21)，则说明该函数是一个波函数，然后再继续分析该函数的二阶偏导数与一阶偏导数和原函数之间的关系。设函数Ψ取下列复指数函数的形式
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(23)
式中系数a1、a2、a3和a4为实数。

基于MATLAB计算可以得到









[image: image34.wmf]Y

+

+

-

=

Y

Ñ

)

(

2

3

2

2

2

1

2

a

a

a










(24)








[image: image35.wmf]Y

-

=

¶

Y

¶

2

4

2

2

a

t












(25)
如果式(24)和(25)满足式(21)定义的波动方程，则必须有
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(26)
只有在这种条件下，式(23)定义的函数Ψ才是一个满足式(21)的波函数，此时有
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(27)

与式(27)对应的一般形式的函数表达可以归纳为
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(28)
式中f1、f2和f3为常系数或者系数函数。对应到上述讨论的式(27)，有
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(29)
可以看到，系数f2和f3的值与函数中的时间项系数a4相关，而a4的值又与空间位置a1、a2和a3的系数相关。式(23)定义的函数Ψ能够写成式(29)的形式表明两点，第一，函数Ψ是复指数函数或者可以通过复指数函数来表达；第二，函数Ψ满足以二阶偏微分
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表达的波动方程。但是当f1、f2和f3为其他选项时，这两点是否满足则需要证明。

上述是纯粹的数学意义上的分析，包括c在内的所有的参数都没有量纲。如果c为光速，则引入了速度量纲m/s，其他系数的量纲随之确定。a1、a2和a3的量纲为1/m，a4量纲为1/s。可以验证式(29)中的两个微分方程的两端在量纲上也是相同的，均为1/m2。
当f1、f2和f3取下列形式








[image: image41.wmf]m

f

2

2

1

h

-

=

，
[image: image42.wmf]U

f

=

2

，
[image: image43.wmf]h

i

f

=

3

，
[image: image44.wmf]p

2

h

=

h







(30)
有
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(31)
式中U可以是空间坐标和时间的函数，也可以仅仅是空间坐标的函数；h(=6.626×10-34J·s)为普朗克常数，
[image: image46.wmf]h

称为约化普朗克常数。式(31)称为薛定谔波动方程，其中的
[image: image47.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

+

Ñ

×

-

U

m

2

2

2

h

项称为哈密顿算子。可以验证，引入普朗克常数h以后，式(31)左右两端均为能量的量纲焦耳(J)。
从式(29)可见，当f2简单地等于一个常数时，f2已经与函数Ψ中的各系数相关；由此可以推断，如式(30)所示，当f2等于一个函数U时，f2=U与函数Ψ的相关度必然更加复杂，这种情况下两者到底如何相关是一个没有回答的问题。另外引入函数U之后，函数Ψ是否满足以二阶偏微分
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表达的原始波动方程也是一个没有回答的问题。
薛定谔波动方程能够写成式(31)的形式，表明其中的函数Ψ是复指数函数、或者是可以通过复指数函数来表达的函数，这是薛定谔波动方程成立的前提；从各种文献可以看到量子力学在应用薛定谔波动方程时，都是这样来表达函数Ψ，说明这一前提得到默认，而这只是一个前提；还有一个前提是函数Ψ必须满足一个以二阶偏微分表达的原始波动方程，该前提可能没有被意识到的，但是在逻辑上该前提是存在的，因为如上述分析所示，薛定谔波动方程来源于原始波动方程，这两个方程在数学上是等效的，函数Ψ同时满足这两个方程，而这一点需要得到证明。但是至少从目前情况来看，一般情况下不能证明函数Ψ满足原始波动方程，这是薛定谔波动方程的缺陷。如果函数Ψ满足原始波动方程，可能也没有必要再写出一个其他形式的波动方程。
3 结束语
由于满足薛定谔波动方程的函数Ψ可能满足、也可能不满足以二阶偏微分
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表达的一般形式的波动方程，这是薛定谔波动方程存在的固有缺陷，这一缺陷意味着薛定谔波动方程应用于描述物理问题时，它的解在物理意义上具有不确定性，而物理规律具有确定性。

薛定谔波动方程本身只是一个数学方程，其中的函数Ψ是一个波函数。如果波函数具有物理意义，那么薛定谔波动方程就有物理意义。从物理角度来看，波函数Ψ具有物理意义的逻辑基础是物质波概念，如果物质波概念没有物理意义[6,7]，薛定谔波动方程也没有物理意义。
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