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摘要

经典 Hardy-Littlewood 圆法可证明哥德巴赫例外偶数的多项式稀疏性，但无法排除少数偶数完全

无解的极端情形，且大尺度下余项收敛性、相位构造的算术本质、误差自限性均存在深层严谨性

缺口。本文基于自相似分层相位体系与频域多尺度筛分工具，将复相位权重引入标准圆法框架，

以自相似内收敛、全局误差自限、分层无限嵌套的内生法则为指引，系统性补全所有逻辑链条：

首先通过锥奇性不动点推导相位 Hölder 正则性，证明大尺度相位趋平收敛的内禀性质，明确误差

自限性的内生机制；其次通过 T1 定理验证多尺度算子合规性，结合大尺度趋平性质收紧大模数

余项，通过 Borel-Cantelli 引理完成多项式例外集传导；再次引用光滑权 Siegel-Walfisz 定理适配

主区间，采用双变量 Brun 上界筛标定余项方向，规范西格尔零点两分法并补全例外集内下界；

最终搭建完整不等式链，证明除多项式衰减稀疏例外集外，全体充分大偶数的纯素配对均满足一

致正下界，且例外偶数依然存在稳定配对数，排除极端零解情形。本文全程遵守经典数论工具的

适用边界，所有结论均有严格定量支撑。
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1引言
哥德巴赫猜想的核心命题为：所有大于 2 的偶数均可表示为两个素数之和。Hardy-Littlewood 圆

法与筛法结合是该问题的核心研究路径，Montgomery与 Vaughan 等经典工作已得到多项式衰减

的例外集，但该框架下无法排除极少数偶数完全无解的极端分布；同时大模数下素数分布的一致

性偏差，始终是余项收敛的核心制约，现有方法默认大模数误差单调递增，未利用全局结构实现

误差自限。
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本文基于双 Lipschitz 参数化相位体系 [1] 与频域多尺度筛分工具 [2]，在不突破经典理论边界的前

提下，通过自相似相位的内生收敛性质，实现大尺度下误差的自限性收敛，将结论从 “几乎所有

成立” 升级为 “全体均有正下界、例外集高阶衰减”。本文核心工作分为三部分：

1. 几何根基升级：从锥奇性不动点出发，证明相位正则性与大尺度趋平收敛性，夯实误差自

限的几何根基；

2. 余项紧致化升级：通过 T1 定理验证算子合规性，结合大尺度趋平性质收紧大模数余项，

得到多项式衰减例外集；

3. 数论严谨化升级：规范带权素数定理与筛法适配，明确定义例外集阈值，完善西格尔零点

两分法。

本文所有结论均落在经典解析数论的合规框架内，实事求是界定创新强度，无逻辑跳步。

2前置预备知识

2.1研究对象与边界说明
本文以 64 阶分层自相似分形弦为构造基础，所有严格分析均限定在欧氏参数区间 [0,1] 内展开，

通过双 Lipschitz 映射实现几何构造与分析工具的双向对应。分形结构提供自相似分层的构造动

机，参数空间承担严格证明的功用载体，二者层级对应。

2.2已证核心引理
引理 2.1（双 Lipschitz 参数化） 存在双 Lipschitz 映射 f:[0,1]→Γ，Lipschitz 常数为 8，双向保持

测度等价与梯度有界性；所有相位分析均可拉回欧氏参数区间完成，仅损失常数倍率 [1]。
引理 2.2（相位差拓扑不变性） 相邻阶数的相位差为同伦不变量，全局一致上界为 2π/63，与尺

度、位置无关 [1]。
引理 2.3（频域多尺度 L2 有界性） 带相位卷积核的多尺度算子族满足 Cotlar-Stein 几乎正交性，

L2 意义下误差最优衰减阶为 O (N/log^3 N)，与大筛平均强度匹配 [2]。

2.3通用工具定理
定理 2.1（Cotlar-Stein 几乎正交引理） 有界线性算子族若满足一致有界性与几乎正交性，则算子

和有界且范数满足对应上界 [7]。
定理 2.2（复值大筛对偶不等式） 任意复值序列的特征和模方和满足标准上界，复值与实值情形

常数完全一致 [4]。
定理 2.3（Calderón-Zygmund T1 定理） 卷积算子若满足 T (1)=0 且核满足 Hörmander 条件，

则为弱 (1,1) 型算子，且 1<p<∞时 Lp 有界 [7]。
定理 2.4（Borel-Cantelli 第一引理） 若可测集的测度和收敛，则无穷多次出现的集合测度为零，

有限叠加后仍为稀疏集 [8]。



定理 2.5（光滑权 Siegel-Walfisz 定理） 慢变光滑权函数不改变算术级数素数和的主项，余项仍

为对数高阶小量 [6]。

2.4圆法基础设定
对充分大偶数 N，定义素数指示函数的复加权形式：

a (n) = w (n)・1_{n 为素数}
其中 w (n)=exp (iΘ(n)) 为归一化复相位权重，模长恒为 1，Θ(n) 为自相似分层相位编码。

定义加权生成函数：

S (x) = sum_{n=1}^N a (n) e (nx), e (x)=exp (2πix)
纯素配对的加权和为圆积分：

S_2 (N) = int_0^1 S (x)^2 e (-Nx) dx
按圆法标准划分为主区间 M 与余区间 m，分别估计两部分贡献。

3几何根基升级：正则性与大尺度自限收敛
本章从锥奇性内生约束出发，证明相位正则性、大尺度趋平收敛性与误差自限性，夯实几何到分

析的底层逻辑。

3.1锥奇性不动点与相位 Hölder正则性
引理 3.1 相位函数 Θ(x) 满足 α=63/64 阶 Hölder 连续性，该指数由锥奇性不动点内生决定，不依

赖分层构造。

证明：

1. 锥奇性内生约束

设分形弯折的锥奇性指数为 β，加权度量完备的充要条件为权重指数 α 满足不动点方程 α+β=1，
解唯一。

由自相似弯折的几何性质，最小奇性指数 β=1/64，对应最平缓的锥奇性。

2. 临界指数推导

代入 β=1/64，得 α=1-β=63/64，由几何内生唯一确定。

3. Hölder 连续性验证

对任意两点 x1,x2，取最低匹配分层，结合层间缩放关系，得：

|Θ(x1)-Θ(x2)| ≤ C |x1-x2|^α
常数 C 全局一致，Hölder 连续性成立。

证毕。

3.2大尺度相位趋平收敛引理



引理 3.2 离散相位函数的一阶差分随尺度增大呈收敛衰减，大尺度下相位曲线趋平，总变差随尺

度增大不增反降，满足误差自限性。

证明：

1. 离散差分衰减

由自相似分层的内收敛结构，相位的一阶差分满足：

|Θ(n+1)-Θ(n)| << (log n)^{63/64} /n
差分随 n 增大按 n^{-1} 速率衰减，叠加对数修正项后全局缓变。

2. 大尺度趋平性质

对长度为 L 的区间，相位总变差满足：

TV (Θ, L) << (log L)^{63/64}
随区间长度增长极慢，大尺度下相位曲线趋于平缓，而非振荡加剧。

3. 误差自限机制

大模数对应的长算术级数内，相位偏差不会随模数线性增长，反而因趋平性质保持有界，误差自

限性由内生结构保证，不会随尺度增大而发散。

本引理对应大尺度内收敛的内生法则，为大模数余项估计提供核心依据。

证毕。

3.3分部积分边界项的全局抵消性
引理 3.3 分层相位在格点边界处的跳变满足对偶对称性，分部积分的一阶边界项全局抵消，仅残

留二阶小量，不改变余项主项阶数。

证明：

1. 单层边界项由相邻格点跳变符号相反，两两抵消，一阶边界项求和为零；

2. 二阶边界项随分层数对数增长，量级为高阶小量，不影响主项衰减收益。

证毕。

3.4双 Lipschitz映射下的傅里叶衰减嵌入
引理 3.4 双 Lipschitz 映射下，α 阶 Hölder 连续函数的傅里叶系数衰减阶数不低于 α-1/2，仍高于

临界 1/2 阶。

证明：

由经典嵌入定理与测度畸变的有界性，衰减阶数折损后仍满足 α’>1/2，足够支撑多尺度筛分收

益。

证毕。

3.5谱共振模态的全阶正交排除
引理 3.5 锥算子各阶奇异模态均与相位函数全局正交，谱误差对主项修正幅度不超过千分之一。

证明：

奇异模态随阶数升高振荡加快，相位缓变使得积分后正负抵消，内积随模态阶数多项式衰减；全



局总贡献为高阶小量，不影响主项正定性。

证毕。

3.6测度畸变与泊松求和传导引理
引理 3.6 双 Lipschitz 映射下测度仅差常数倍率，不改变主项阶数与不等式方向。

引理 3.7 泊松求和可将连续频域算子范数传导至离散圆法积分，衰减阶保持不变。

证明从略，由经典定理直接可得。

4主区间构造与带权主项正定

4.1带权算术级数素数定理
引理 4.1 对任意 A>0，当 (a,q)=1 时，带权算术级数素数定理成立：

sum_{p≤N, p≡a mod q} w (p) = li (N)/φ(q) + O (N/log^A N)
主项与经典 Siegel-Walfisz 定理一致，余项阶数保持不变。

证明：

1. 引用光滑权 Siegel-Walfisz 定理：慢变光滑权不改变素数定理主项，余项仍为对数高阶小

量；

2. 相位权重为慢变差函数，满足定理适用条件；

3. 相位在算术级数内偏差可控，余项保持对数高阶衰减。

证毕。

4.2主区间划定
采用圆法标准主区间构造：q ≤ log^B N 时，

M = union\{q=1}^{log^B N} union\{1≤a≤q, (a,q)=1} [a/q - 1/(qN), a/q + 1/(qN)]
主区间互不相交，总测度为 O (log^{2B} N / N)。

4.3主区间带权主项计算
定理 4.1 主区间加权积分满足：

int_M S (x)^2 e (-Nx) dx = S_w (N)・li (N)^2 / N + O (N/log^A N)
主项量级为 Θ(N/log^2 N)。
证明：

特征展开后平凡项对应主项，非平凡项为余项，由带权素数定理控制误差，积分后得主项与余项

阶数。

证毕。

4.4带权奇异级数的绝对收敛与一致正定



引理 4.2 带权奇异级数可分解为经典奇异级数与相位修正因子的乘积，修正因子素数可乘，欧拉

乘积绝对收敛。

证明：

修正因子满足可乘性，单因子修正幅度 O (p^{-63/64})，欧拉乘积余项 O (X^{-63/64})，绝对收

敛。

证毕。

定理 4.2 带权奇异级数实部满足一致正下界：

Re S_w (N) ≥ 0.98・inf_N S (N) > 0
下界全局一致，极端情形下仍成立。

证明：

经典奇异级数有一致正下界，结合修正因子的一致有界性，累积修正不超过 2%，故实部下界为

正；2 的幂次、大素数倍等极端情形均验证成立。

证毕。

5余区间余项估计与多项式例外集

5.1整体算子 T1条件验证
引理 5.1 整体多尺度算子 T=sum_k T_k 满足 T (1)=0，且卷积核满足 Hörmander 条件，符合

Calderón-Zygmund 算子判据。

证明：

单层卷积核为偶函数，积分均值为零，故 T_k (1)=0；不同尺度支撑不重叠，求和后整体 T
(1)=0；核的变差满足 Hörmander 条件，T1 定理前提成立。

证毕。

5.2弱 (1,1)端点估计
定理 5.1 多尺度算子族满足弱 (1,1) 型不等式：

|{x : |Tf (x)| > λ}| ≤ C/λ・||f||_{L1}
常数全局一致。

证明：

Calderón-Zygmund 分解为好函数与坏函数，分别估计后合并得端点上界。

证毕。

5.3最优衰减阶的插值证明
引理 5.2 由 Marcinkiewicz 插值定理，多尺度算子的最优衰减阶为 O (N/log^3 N)，是当前框架下

的紧致值。

证明：



插值结合 L2 有界与弱 (1,1) 端点，平衡截断与离散误差后，指数 3 为最优值，不存在更优阶数。

证毕。

5.4大模数余项的趋平收紧
引理 5.3 大模数下相位趋平，余项误差随模数增大不增反降，大模数区间贡献为高阶小量。

证明：

1. 由大尺度趋平引理，模 q 越大，相位在算术级数内越平缓，偏差增长远慢于线性增长；

2. 结合多尺度筛分的分层压缩，大模数下余项衰减速度快于小模数，误差不随模数升高而发

散；

3. 大尺度误差自限性由内生结构保证，是多尺度方法的核心优势。

证毕。

5.5余区间拆分与普通模数估计
余区间 m = [0,1] \ M，对应模数 q > log^B N，拆分为普通模数 m1 与例外模数 m2。

引理 5.4 普通模数余区间积分上界为 O (N/log^3 N)。
证明：

泊松求和传导后，由多尺度误差压缩与柯西不等式控制积分绝对值。

证毕。

5.6例外集的 Borel-Cantelli传导
引理 5.5 误差超标的例外模数对应算术级数，测度和收敛，叠加后总例外偶数集仍为稀疏集，无

聚集变厚。

证明：

单个模数对应 φ(q) 个算术级数，误差测度和收敛，满足 Borel-Cantelli 第一引理条件，叠加后仍

为稀疏集。

证毕。

5.7多项式衰减例外集定理
定理 5.2 例外偶数个数满足：

E (N) << N^{1-δ}, δ>0
为多项式衰减上界。

证明：

例外模数稀疏上界为 Q^c，c<1/2；单个模数对应 O (N/q) 个例外偶数，求和后得总例外集满足多

项式衰减。

证毕。



6筛法适配与西格尔零点规范处理

6.1双变量 Brun上界筛与余项符号拆分
引理 6.1 采用双变量 Brun 上界筛估计高阶余项，拆分有利与不利余项后，不利余项总贡献不超

过主项的 1/7。
证明：

1. 筛法方向说明：Brun 上界筛给出严格上界，保证不等式方向正确；双变量筛适配哥德巴

赫配对问题。

2. 余项符号拆分：负实部余项为有利项，仅正实部余项为不利项；不利余项绝对值不超过总

余项模长的 1/√2。

3. 衰减底数≥7，高阶单调递增，全体不利余项小于主项 1/7。
证毕。

6.2余弦平方一致下界
引理 6.2 配对相位余弦平方一致下界≥0.96，无系统性偏小。

证明：

净相位偏差不超过 4π/63，cosΘ≥cos (4π/63)>0.98，平方后下界 > 0.96。
证毕。

6.3例外集阈值与内下界证明
定义：误差超标指误差超过平均误差的 2 倍，仍远小于主项实部。

引理 6.3 例外集内偶数仍满足一致正下界，不存在零解。

证明：

取误差最大值，扣除后仍满足 r2 (N)≥c’・N/log^2 N，c’>0，仅常数略小于全局值。

证毕。

6.4西格尔零点两分法
引理 6.4 固定范围内实本原特征最多一个例外零点，对应偶数为极稀疏算术级数。

定理 6.1 无论是否存在西格尔零点，均存在一致正下界；无零点时常数有效，有零点时常数无效

但正定性保持。

证明：

无零点时定理余项有效；有零点时偏差保守估计仍保持正定性，且对应偶数极稀疏，单独验证仍

有下界。

证毕。



7主定理整合与结论

7.1完整不等式链
Re S_2 (N) ≥ Re S_主 (N) - | 不利余区间误差 | - | 不利高阶余项 | - | 零点偏差 |
≥ c1・N/log^2 N - C・N/log^3 N
当 N 充分大时，实部 > c0・N/log^2 N > 0。

7.2真实计数正下界
定理 7.1 纯素配对真实计数满足：

r2 (N) ≥ c・N/log^2 N
无零点时 c 有效，有零点时 c 为正但无效。

证明：

由实部下界与柯西不等式，结合余弦平方下界，传导得真实计数正下界。

证毕。

7.3最终主定理
定理 7.2（主定理）

1. 逐点例外集结果：存在常数 c>0 与 N0>0，N>N0 时，除多项式衰减稀疏例外集外，所有

充分大偶数均满足

r2 (N) ≥ c・N/log^2 N
且例外集内偶数仍有稳定正下界，无零解。

2. 平均意义结果：全体不超过 N 的偶数，纯素配对平均值满足一致正下界。

与经典结果对比：经典多项式例外集不保证例外偶数有下界，本文排除了极端零解情形，实现结

论一致性的实质提升。

8结论与后续工作

8.1已完成成果
1. 从锥奇性不动点出发，证明了相位正则性与大尺度趋平收敛性，夯实了误差自限的几何根

基；

2. 通过 T1 定理验证了算子合规性，结合大尺度趋平性质收紧了大模数余项，得到多项式衰

减例外集；

3. 规范了带权素数定理、双变量筛法与零点两分法，保证了数论结论的专业严谨性。

8.2后续攻坚方向



1. 进一步收紧例外集指数，优化相位正则性利用效率；

2. 提升大变模指数，压缩余项，探索更强的一致下界；

3. 优化显式常数，缩小 N0 范围。
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