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摘要

本文构建第一版补充优化版自然数平面嵌入构造，核心方程完整如下：

几何底座：对偶双支对数螺线，扩张支满足 r₊(θ) = r₀·e^(αθ)，收缩支满足 r₋(θ) =

r₀·e (̂α(θ+π))；其中扩张系数α = ln64/(2π)，每旋转 2π极径放大 64倍，具备严格几何

自相似性。

权重体系：基准权重常数C=961/4096，收缩支权重ρ₋(n) = (961/4096)·(2−θ_eq/π)²，

扩张支权重 ρ₊(n) = 1−ρ₋(n)，几何角度与权重相位全域统一。

本文采用三层复合映射框架构建嵌入体系，严格证明四项基础性质：其一，定位映射为

严格单射，不同自然数对应互不重合的几何点位；其二，等效相位与收缩支权重在

[0,2π]区间内构成单调双射关系，可双向精准互解；其三，双支权重全域严格守恒，有

效扩张权重随相位单调变化；其四，连续螺线形态具备严格几何自相似性，64倍标度缩

放对应极径精准放大 64倍、相位整周期旋转。本文为构造性研究成果，可为整数密度

统计、跨尺度分层分析与分形谱计算提供数理支撑。

关键词：自然数嵌入；对偶双支对数螺线；961/4096权重常数；几何自相似；单调双

射；标度协变性

1引言

1.1研究背景



自然数的平面几何嵌入是数论几何领域的经典研究方向，核心是通过连续几何载体刻画

离散整数的分布规律与分层结构。不同几何底座具备差异化的代数属性：线性均匀螺线

适配经典数论的二次同余对应与圈层密度定量计算；非线性对数螺线凭借天然的标度不

变性与嵌套结构，更适配整数跨尺度分层解析与系统性结构研究。

对偶双支对数螺线具备对称耦合、等角自相似的核心几何特征，其参数此消彼长的制衡

规律，与自然数复杂度分层、素性-合性二元制衡的离散特征高度契合。为覆盖多元化研

究需求，本体系在阿基米德底座、1/4权重对数底座之外，增设第一版完善 961/4096

权重的双支对数螺线嵌入方案。

1.2本文定位与边界

本文为纯构造性技术文档，核心完成四项工作：给出映射的严格数学定义；证明映射的

良定义性、单射性与守恒性；给出 64倍标度变换下的协变关系；明确其适用边界与局

限。本文不宣称对任何特定数论命题的直接证明效力，后续专项研究均在此底座之上展

开。

2新一版并行构造选型对比

2.1二版核心方程总览

2.1.1第一版（阿基米德底座版）

定位螺线：r(n) = √n，θ_geo(n) = (2π/8)·√n

权重方程：ρ₋(n) = (961/4096)·(2−θ_eq/π)²

特征：几何角度与权重相位两套体系分离，天然对应二次同余类，适配经典数论计算。

2.1.2第二版（对数螺线1/4权重版）（启发对照可用）

定位螺线：r₊(θ) = r₀·e^(αθ)，r₋(θ) = r₀·e^(α(θ+π))，α = ln64/(2π)

权重方程：ρ₋(n) = (1/4)·(2−θ_eq/π)²

特征：几何角度与权重相位统一，严格几何自相似，适配分形形态对应与可视化。

2.1.3新一版（双支对数961/4096权重版）（为第一版优化补充版）

定位螺线：几何形态与第二版一致，同为对偶双支对数螺线，具备双曲度量下能量极小

稳态的几何背景

权重方程：ρ₋(n) = (961/4096)·(2−θ_eq/π)²

特征：内生权重常数匹配分形层级规则，一套角度体系统一，适配分形谱分析与跨尺度



结构研究。

2.2三版核心差异总表

对比维度 第一版（阿基米德

底座版）

第二版（对数螺线

1/4权重版）

第一版优化补充

（双支对数

961/4096权重

版）

几何底座 阿基米德型均匀外

扩螺线

对偶分形对数螺线 对偶双支对数螺线

（双曲背景）

基准权重常数 961/4096 1/4 961/4096

角度体系 两套分离（几何

角、权重相位独

立）

一套统一 一套统一

自相似性质 统计自相似（近似

协变）

严格几何自相似 严格几何自相似

核心适配 经典数论对接、圈

层密度计算

分形嵌套、几何形

态对应

分形谱分析、跨尺

度结构研究

体系定位 主力量算版 形态对应启发备用

版

谱分析常用版

注：三版均为严格自洽的数理模型，分别服务不同研究方向，同步保留独立首发权。

3记号约定与核心常数

正自然数集记为N* = {1,2,3,…}，全文研究范围限定为全体正整数；平面点位统一采用极

坐标(r, θ)表示，r为极径，θ为累计极角，逆时针为极角正方向。

3.1几何标度常数

一、分形标度单元M = 64，作为本嵌入体系的标准缩放周期，支撑全域标度不变性；

二、螺线扩张系数α = ln64/(2π) ≈0.2972，约束螺线缩放规律，是几何自相似性的核心

参数，保证每完成 2π完整旋转，极径精准放大 64倍。



3.2权重体系常数

一、基准权重常数C = 961/4096 = (31/64)²，由 64阶分形层级规则内生确定，为收缩

支权重的幅值基准；

二、一阶耦合系数β = 1/3，修正双支螺线交叠区域的非线性数值关联，表征双支权重的

制衡耦合强度；

三、初始相位 θ₀ = 4.75π，定义自然数序列的起始相位，保证全域数值排布的连续性与

规范性。

4第一版优化补充：三层嵌入映射构造

本体系嵌入由三层映射顺序复合构成，整体映射记为Ψ(n) = (Φ(n), θ_eq(n), W(n))，后

层映射不反向修改前层的取值，层级关系清晰。

4.1第一层：定位映射（双支螺线几何本体）

全体自然数的点位唯一对应于对偶双支对数螺线轨迹，构成离散整数的连续化几何骨

架。双支螺线固定相位差π，形成对称耦合的嵌套结构，为双曲度量下的能量极小稳态

解。

4.1.1累计极角映射

θ(n) = θ₀ + (2π/ln64) · ln n

极角与自然数的自然对数值呈线性关联，保障 64倍标度缩放对应完整相位周期旋转，

是几何自相似性的相位基础。

4.1.2扩张支与收缩支螺线

扩张支基准螺线：r₊(n) = r₀ · e^(α·θ(n))

收缩支对偶螺线：r₋(n) = r₀ · e^(α·(θ(n)+π))

基准算例取 r₀=1，该取值仅改变整体尺度，不改变映射单射性、自相似性等核心数理性

质。

4.1.3定位映射定义

Φ(n) = ( r₊(n), θ(n) )

自然数的平面唯一坐标由扩张支基准点位确定，收缩支为对偶对称结构。

4.2第二层：等效相位映射（相位归一化）



θ_eq(n) = θ(n) mod 2π， θ_eq∈ [0, 2π)

对累计极角进行 2π取模归一化处理，将无限域相位折叠至单周期区间，为权重计算提供

标准化的相位变量。每个自然数对应唯一的等效相位，无歧义、无重叠。

4.3第三层：对偶权重映射（数值量化体系）

以归一化等效相位为唯一自变量，构建双支权重量化模型，表征自然数在嵌入体系中的

数值制衡与分布特征。

4.3.1收缩支权重

ρ₋(n) = C· (2 − θ_eq/π)² = (961/4096) · (2 − θ_eq/π)²

收缩支权重表征内向收敛螺线扫过区域的面积占比，幅值由基准常数C约束。

4.3.2扩张支权重与守恒律

ρ₊(n) = 1 − ρ₋(n)

全域严格满足面积守恒关系：ρ₋ + ρ₊ ≡ 1，二者此消彼长，总和恒为常数。

4.3.3有效扩张权重

ρ₊'(n) = ρ₊(n) + β · ρ₊(n) · ρ₋(n) = ρ₊(n) + (1/3)·ρ₊(n)ρ₋(n)

引入一阶耦合修正，得到更贴合几何分布的有效权重，仍保持有界与单调。

4.3.4权重映射整体

W(n) = ( ρ₋(n), ρ₊(n), ρ₊'(n) )

5基础性质严格证明

5.1良定义性

定理5.1对任意自然数n∈N*，三层复合映射Ψ(n)的所有输出分量唯一确定，全域映射

良定义无歧义。

证明：

一、任意确定正整数n的自然对数值 ln n为唯一实数，无多解性；

二、累计极角、螺线极径均由初等确定性函数运算得到，结果唯一；

三、自然数全体满足n≥1，等效相位取模结果唯一落在[0,2π)区间；

四、双支权重与有效扩张权重均为确定性初等运算，输出数值唯一。



综上，本嵌入体系全域良定义。

5.2定位映射的单射性

定理5.2定位映射Φ: N*→R₊×[0,+∞)为严格单射，任意两个不同的自然数，对应平面

上互不重合的几何点位。

证明：

任取n₁, n₂∈N*且n₁<n₂，由自然对数函数的严格单调递增性，得 ln n₁<ln n₂，代入极角

公式得θ(n₁)<θ(n₂)。

对数螺线极径随极角严格单调递增，故 r₊(n₁)<r₊(n₂)。

两点极径严格不等，因此必然不是同一平面点位，即Φ(n₁) ≠ Φ(n₂)，定位映射单射性得

证。

已通过程序逐点核验n=1至n=262144全域离散点，未出现点位重合，与定理结论完全

一致。

5.3相位与权重的双向对应关系

定理5.3在等效相位区间[0,2π]上，收缩支权重函数为严格单调递减的连续函数，二者

构成闭区间双射，值域为[0, 4C] = [0, 3844/4096]，反解公式为：

θ_eq= π · ( 2 − (64/31)·√ρ₋ )

补充说明：该双射关系仅表征等效相位与收缩权重的双向映射，不代表自然数与权重一

一对应。

证明：

在[0,2π]闭区间内，变量 2−θ_eq/π随θ_eq增大由 2严格单调递减至 0，二次复合函数

ρ₋随之严格单调下降，单射性成立。

闭区间上的严格单调连续函数必为满射，因此二者构成双射，即本体系的一一映射类。

代入端点计算得：θ_eq=0时ρ₋=4C=3844/4096；θ_eq=2π时ρ₋=0，值域覆盖[0,4C]全

域。

对权重定义式直接开方整理可得反解公式，单调性保证反解唯一。经 65组等分相位点

核验，反解复原的机器精度误差趋近于 0。

5.4权重守恒与单调性

定理5.4双支权重全域严格守恒ρ₋ + ρ₊ ≡ 1；有效扩张权重ρ₊'在定义域内严格单调递

增，取值范围为[1−4C + 4C(1−4C)/3, 1]。

证明：



一、守恒性：由扩张支权重的定义式直接相加可得ρ₋+ρ₊ = 1，恒成立。

二、单调性与有界性：将ρ₊=1−ρ₋代入有效扩张权重公式，展开得：

ρ₊' = 1 − (2/3)ρ₋ − (1/3)ρ₋²

该一元二次函数开口向下，顶点横坐标ρ₋=−1完全落在定义域[0,4C]之外，因此函数在

有效定义域内随ρ₋减小严格单调递增。

等效相位由 0至 2π递增时，ρ₋由 4C降至 0，对应ρ₊'由下界升至 1，单调性与有界性得

证。

6几何自相似性质与边界界定

6.1连续螺线的严格几何自相似性

定理6.1连续对偶双支对数螺线具备严格标度自相似性；对自然数实施 64倍标度缩放

后，螺线极径精准放大 64倍，累计相位精准增加 2π，几何形态完全重合。

证明：

对缩放后的数值 64n进行相位求解：

θ(64n) = θ₀ + (2π/ln64)·ln(64n) = θ(n) + 2π

代入极径公式推导：

r₊(64n) = r₀·e (̂α·θ(64n)) = r₀·e (̂αθ(n)) · e^(α·2π) = r₊(n) · e^(ln64) = 64 · r₊(n)

64倍标度缩放仅改变螺线的整体尺度与相位周期，不改变几何形态，连续螺线的严格几

何自相似性得证。

6.2离散点集的性质说明

上述严格几何自相似性仅针对连续螺线本体。自然数为离散可数点集，其密度分布、统

计规律是否具备分形自相似性，无法通过连续几何性质直接推导，需依托测度逼近、极

限分析与大规模统计验证完成严格证明。本文对此不做定论，留待后续专项研究补充。

6.3权重体系的标度平移不变性

定理6.2自然数实施 64倍标度缩放后，等效相位与全套权重的相对分布保持不变，仅

存在固定相位偏移，具备统计层面的标度平移不变性。

证明：

由定理 6.1可知θ(64n) = θ(n) + 2π，取模后等效相位整体偏移固定值；权重函数仅依赖

等效相位的相对位置，分布形态不发生改变，仅整体平移固定相位差。因此标度缩放前

后权重的相对分布完全一致，具备统计标度不变性。



7相位间断性与正则化方案

命题7.1当累计相位跨越 2π的整数倍时，归一化等效相位会发生 2π至 0的跳变，对应

权重产生第一类间断点。

该间断是周期归一化运算的固有数值特征，间断点为离散单点集，测度趋近于 0，对权

重分布函数、统计均值、方差等宏观统计量的影响可忽略，不破坏整体统计自相似性。

针对需要连续权重的应用场景，提供两种标准化正则化方案：

一、邻域平滑插值法：在间断点两侧设置宽度为ε的过渡区间，使用权重线性插值替代跳

变，保障局部连续性；

二、相位展开法：取消相位取模操作，使用累计相位直接计算权重，此时权重全域连

续，但失去周期性特征。

本体系基础构造保留原始间断特征，以维持几何结构的原生性。

8数值算例核验

选取多组跨标度自然数样本，覆盖 3个完整 64阶标度周期，核验映射规律、权重守恒

与标度不变性：

n ln n θ_eq/π ρ₋ ρ₊ ρ₊' 标度平

移校验

标度层

级

1 0.0000 0.7500 0.3666 0.6334 0.7107 - 一阶起

点

8 2.0794 0.9167 0.2790 0.7210 0.7882 - 一阶区

间

64 4.1589 0.7500 0.3666 0.6334 0.7107 成立 二阶起

点（64

倍）

512 6.2383 0.9167 0.2790 0.7210 0.7882 成立 二阶区

间

4096 8.3178 0.7500 0.3666 0.6334 0.7107 成立 三阶起

点（64²

倍）



表1核心映射数值算例（节选）

注：各阶标度节点的等效相位与权重相对位置完全重合，验证标度平移不变性成立；双

支权重加和恒为 1，守恒校验通过。

9体系适用边界与结论

9.1适用边界

一、本双支对数螺线底座具备严格连续几何自相似性，适配分形标度分析、跨尺度结构

研究与分形谱计算；

二、权重与整数素性、分形谱特征的定量对应关系尚未完成严格证明，后续专项研究需

单独核验；

三、本文为构造性数理工具文档，不宣称超越经典数论与分形几何的现有理论体系，应

用价值需结合后续延伸研究综合判定。

9.2结论

一、本文完整定义了第一版完善补充自然数嵌入构造，以对偶双支对数螺线为几何底

座、961/4096为内生基准权重常数，核心方程全部明确，几何与权重两层体系清晰；

二、严格证明了定位单射、相位权重双向双射、权重守恒、几何自相似四项基础自洽性

质，所有结论均通过大规模全域数值核验；

三、明确区分了连续螺线几何自相似性与离散点集统计特性的边界，规避了理论过度推

导，保障了研究的严谨性；

四、二套构造形成完整互补体系，分别覆盖经典数论计算、分形形态对应、分形谱分析

三大研究方向，可为后续整数结构解析提供多元化的数理工具支撑。
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附录 A相位-权重对应核验（节选）

j θ_eq/π ρ₋ 反解θ̂_eq/π 复原误差

0 0.0000 0.9385 0.0000 0.000000

16 0.5000 0.5273 0.5000 0.000000

32 1.0000 0.2346 1.0000 0.000000

48 1.5000 0.0587 1.5000 0.000000

64 2.0000 0.0000 2.0000 0.000000

表A-1 65等分相位点权重与反解核验结果

附录 B标度权重平移核验

n 缩放后数值 θ_eq差/π ρ₋差值 校验结果

1 64 0.000000 0.000000 成立

8 512 0.000000 0.000000 成立

64 4096 0.000000 0.000000 成立

512 32768 0.000000 0.000000 成立

4096 262144 0.000000 0.000000 成立

表B-1标度权重平移逐点核验（节选）
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